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Modéle

Motivations :
@ Modeélisations d'écoulements de débris, d’avalanches,
@ Etude de la transition fluide/solide dans un fluide & deux états.

Cadre :

@ Dynamique en couche mince avec partie immobile au fond et mobile
en surface.

Fig.: avalanche Fig.: écoulement de lave
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Modéle nonodimensionnel c idimensionnel

Equations du modele

@ Fluide visco-plastique non newtonien incompressible :

—

divU =0
8:U + (U.V)U + divP = —g,
@ Loi de type Bingham
. DU
P=pld—(vDU+k (1 ,
DU
avec DU = VU%V‘T et U la vitesse du fluide.

@ Relation de Drucker-Prager k = v/2\p.

@ Conditions aux limites et condition initiale
o P.N =0 a la surface libre.
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Modéle

Géométrie

@ Le domaine Q; dépend du temps (surface libre),

@ interface solide/fluide entre les deux phases, caractérisées par DU nul
ou DU non nul,

o fond fixe.

Fig. : Domaine dépendant du temps.
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Modéle Cas monodimensionnel mensionnel

Modélisation unidimensionnelle

— développement asymptotique en couche mince,
— introduction de I'inconnue b(t) qui représente la position de I'interface,
— introduction d'un terme source empirique de friction et gravité :

OU+ S —vd%,U =0 pour b(t) < Z < h,
0zU(t, h) =0,

U(t,b(t)) =0,

0z U(t, b(t)) =0.

avec 0zU > 0et 075 < 0.

@ U est prolongé par 0 sur [0, b(t)],

@ la condition aux limites redondante en Z = b(t) donne I'évolution de

b(t).
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Modéle Cas monodimensionnel

o] Jele)

Méthodes numériques

premiére méthode :
@ changement de variables : [b(t),h] > Z+— Y € [0, 1],
b(1—-Y) v
%V == (h—b)2a
@ discrétisation par différences finies en espace,
@ Euler implicite pour la diffusion, Euler explicite avec CFL pour le
transport,
@ a b1 fixe, Dirichlet en Y = 0 et Neumann en Y = 1 donnent
Un—l—l(bn—i-l),
@ Neumann en Y = 0 sur U™1(b"1) permet de déterminer b"F1.
deuxiéme méthode :

oyU+S— 2,U =0,

@ résolution d'un probléme d’obstacle :

min (0;U + S — v9%,U, U) = 0 sur [0, h].
@ discrétisation par différences finies en espace,
@ Euler explicite pour I'EDP.
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Modéle Cas monodimensionnel dimensionnel

0000

Etude de I’écoulement sur un plan incliné d’angle 6

@ S=a=g(sinf+ Acosf) > 0,

@ lorsque v — 0 la solution analytique (U(t, Z), b(t)) est connue :
» U(t,Z)=1[Z — b0 — at]4 pour 0 < Z < h,
> b(t) = at + bO.

Compétition viscosité/friction

VISCOSITE v FRICTION S
(8 (8
o applatit le profil de vitesse o fait décroitre la vitesse
— décroissance de b. — croissance de b.

En temps long, les effets de friction I'emportent sur les effets visqueux.
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Modéle Cas monodimensionnel

000e

Résultats pour différentes valeurs de v

@ S constant > 0
@ Up(Z) =[Z — b0]+ avec b0 = 3,5
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Fig.: profils de vitesse a t = 5. Fig.: évolution de b(t).
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Modéle

onodimensionnel Cas bidimensionnel
[ Jelelelele)

Cas bidimensionnel

On veut résoudre le probléme suivant

(0,U+ (UV)U —divP = f, Mree
divU =0, [ side
U =0 sur Mot s
U est périodique sur lgige, p Fside
| PN =0 sur [pee. [~

- D
avec P = pld — (1/DU+/£‘DU|) et kK = V2\p.

Condition d’écoulement : A > |tan 6.

Christelle Lusso Modéles pour la transition fluide/solide dans les écoulements gravitaires en couche mince



Modéle onodimensionnel Cas bidimensionnel

O®0000

Méthode ALE

Algorithme de marche en temps
o a l'instant t", on connait U", U;’ vitesse du domaine, et 7,
o calcul de (U™, p™1) en fonction de U" et U7,

o calcul de la vitesse du domaine U;'H,
@ passer de Q"1 3 Q2.

(1) C.Le Bris, J-F.Gerbeau, T.Leliévre, Mathematical Methods for the Magnetohydrodynamics
of Liquid Metals, Numerical Mathematics and Scientific Computation, Oxford University Press,
2006.

(2) A.Ern, R.Joubaud, T.Leliévre, Numerical study of a thin liquid film flowing down an inclined
wavy plane, Physica D, 2011.

Christelle Lusso Modéles pour la transition fluide/solide dans les écoulements gravitaires en couche mince 11 /15



Modéle nonodimensionnel Cas bidimensionnel

[e]e] lelele}

Formulation variationnelle par régularisation

rjn+1  _n+1
Uh

e trouver ( ,Pp ) tels que

K

VDO + ¢

—/ ph+1d1V Vh - / qhdiv(U;,’+1) — / fh Vh =0
Qn+l Qn+1 Qn+1

pour tout (Vj, gp).

Ul':+1 - UI’: rngpgn gn ;yn+1
RV (VOR(OR - 0) Vi (v + D(TrY) -
Qn+

At

e Discrétisation par éléments finis de Taylor-Hood P2-P1.

D(Vh)
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Modéle monodimensionnel Cas bidimensionnel

[e]e]e] lele}

Vitesse du domaine u}'!

~div(D(07"1)) =0,

Uftt.N = UL N sur TpEt e

bot free »
n+1 . n+1
U 77N =0sur g,

(D(u "H)N)T = 0 sur OQ" L.

Remarque : Au niveau discret on introduit un multiplicateur r pour
imposer les C.L. au sens faible.

(3) l.lonescu, Onset and dynamic shallow flow of a viscoplastic fluid on a plane slope, Journal of

non-newtonian fluid mechanics, 2010.
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Modéle c nonodimensionnel Cas bidimensionnel
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Résultats numériques

Comparaison des profils de vitesse 1d et 2d, avec S constant et v = 0.001,
paramétre de régularisation € = 1072,
At = 1073, résolution 1D AY = 1072 et résolution 2D AY = 101.

1D
D —

Fig.: profil de vitesse a t = 5.
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Modéle c nonodimensionnel mensionnel

Perspectives

@ influence des paramétres opératoires (6),
@ influence des paramétres phénoménologiques (A, v),

@ quitter le cadre périodique — géométrie plus complexe.
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