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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelMotivations :Modélisations d'é
oulements de débris, d'avalan
hes,Etude de la transition �uide/solide dans un �uide à deux états.Cadre :Dynamique en 
ou
he min
e ave
 partie immobile au fond et mobileen surfa
e.
Fig.: avalan
he Fig.: é
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelEquations du modèleFluide vis
o-plastique non newtonien in
ompressible :
{ div~U = 0

∂t ~U + (~U.∇)~U + divP = −~g ,Loi de type BinghamP = pId −(νD~U + κ
D~U
|D~U |

)

,ave
 D~U = ∇~U+∇~Ut2 et ~U la vitesse du �uide.Relation de Dru
ker-Prager κ =
√2λp.Conditions aux limites et 
ondition initialeP .~N = 0 à la surfa
e libre.Christelle Lusso Modèles pour la transition �uide/solide dans les é
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelGéométrieLe domaine Ωt dépend du temps (surfa
e libre),interfa
e solide/�uide entre les deux phases, 
ara
térisées par D~U nulou D~U non nul,fond �xe.
Ωt x~X ~U
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelModélisation unidimensionnelle
→ développement asymptotique en 
ou
he min
e,
→ introdu
tion de l'in
onnue b(t) qui représente la position de l'interfa
e,
→ introdu
tion d'un terme sour
e empirique de fri
tion et gravité :



















∂tU + S − ν∂2ZZU = 0 pour b(t) < Z < h,
∂ZU(t, h) = 0,U(t, b(t)) = 0,
∂ZU(t, b(t)) = 0.ave
 ∂ZU > 0 et ∂ZS < 0.U est prolongé par 0 sur [0, b(t)],la 
ondition aux limites redondante en Z = b(t) donne l'évolution deb(t).Christelle Lusso Modèles pour la transition �uide/solide dans les é
oulements gravitaires en 
ou
he min
e 6 / 15



Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelMéthodes numériquespremière méthode :
hangement de variables : [b(t), h] ∋ Z 7−→ Y ∈ [0, 1],
∂tU − ḃ(1− Y )h − b ∂YU + S − ν

(h − b)2 ∂2YYU = 0,dis
rétisation par di�éren
es �nies en espa
e,Euler impli
ite pour la di�usion, Euler expli
ite ave
 CFL pour letransport,à bn+1 �xé, Diri
hlet en Y = 0 et Neumann en Y = 1 donnentUn+1(bn+1),Neumann en Y = 0 sur Un+1(bn+1) permet de déterminer bn+1.deuxième méthode :résolution d'un problème d'obsta
le :min (∂tU + S − ν∂2ZZU,U) = 0 sur [0, h].dis
rétisation par di�éren
es �nies en espa
e,Euler expli
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelEtude de l'é
oulement sur un plan in
liné d'angle θS = α = g(sin θ + λ 
os θ) > 0,lorsque ν → 0 la solution analytique (U(t,Z ), b(t)) est 
onnue :
◮ U(t,Z ) = [Z − b0− αt]+ pour 0 < Z < h,
◮ b(t) = αt + b0.Compétition vis
osité/fri
tionVISCOSITE ν

⇓applatit le pro�l de vitesse
→ dé
roissan
e de b. FRICTION S

⇓fait dé
roitre la vitesse
→ 
roissan
e de b.En temps long, les e�ets de fri
tion l'emportent sur les e�ets visqueux.Christelle Lusso Modèles pour la transition �uide/solide dans les é
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelRésultats pour di�érentes valeurs de νS 
onstant > 0U0(Z ) = [Z − b0]+ ave
 b0 = 3, 5
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelCas bidimensionnelOn veut résoudre le problème suivant


































∂t ~U + (~U.∇)~U − divP = f ,div~U = 0,
~U = 0 sur Γbot,
~U est périodique sur Γside,P .N = 0 sur Γfree. Γbot Γfree

Γside
Γside

θave
 P = pId− (νD~U + κ
D~U
|D~U |

) et κ =
√2λp.Condition d'é
oulement : λ > | tan θ|.Christelle Lusso Modèles pour la transition �uide/solide dans les é
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelMéthode ALEAlgorithme de mar
he en tempsà l'instant tn, on 
onnait ~Un, ~Unf vitesse du domaine, et Ωn,
al
ul de (~Un+1, pn+1) en fon
tion de ~Un et ~Unf ,
al
ul de la vitesse du domaine ~Un+1f ,passer de Ωn+1 à Ωn+2.
(1) C.Le Bris, J-F.Gerbeau, T.Lelièvre, Mathemati
al Methods for the Magnetohydrodynami
sof Liquid Metals, Numeri
al Mathemati
s and S
ienti�
 Computation, Oxford University Press,2006.
(2) A.Ern, R.Joubaud, T.Lelièvre, Numeri
al study of a thin liquid �lm �owing down an in
linedwavy plane, Physi
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelFormulation variationnelle par régularisation
• trouver (~Un+1h , pn+1h ) tels que
Z

Ωn+1 ~Un+1h − ~Unh
∆t Vh+(∇~Unh (~Unh−~Unf )).Vh+0

@ν +
κ

q

||D(~Unh )||2 + ǫ2 1

AD(~Un+1h ) : D(Vh)
−
∫

Ωn+1 pn+1h divVh − ∫
Ωn+1 qhdiv(~Un+1h ) −

∫

Ωn+1 fhVh = 0pour tout (Vh, qh).
• Dis
rétisation par éléments �nis de Taylor-Hood P2-P1.Christelle Lusso Modèles pour la transition �uide/solide dans les é
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelVitesse du domaine un+1f






















−div(D(~Un+1f )) = 0,
~Un+1f .N = ~Un+1.N sur Γn+1bot ⋃ Γn+1free ,

~Un+1f .N = 0 sur Γn+1side ,
(D(un+1f )N)T = 0 sur ∂Ωn+1.Remarque : Au niveau dis
ret on introduit un multipli
ateur r pourimposer les C.L. au sens faible.

(3) I.Iones
u, Onset and dynami
 shallow �ow of a vis
oplasti
 �uid on a plane slope, Journal ofnon-newtonian �uid me
hani
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelRésultats numériquesComparaison des pro�ls de vitesse 1d et 2d, ave
 S 
onstant et ν = 0.001,paramètre de régularisation ǫ = 10−2,
∆t = 10−3, résolution 1D ∆Y = 10−2 et résolution 2D ∆Y = 10−1.
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Modèle Cas monodimensionnel Cas bidimensionnelPerspe
tives
in�uen
e des paramètres opératoires (θ),in�uen
e des paramètres phénoménologiques (λ, ν),quitter le 
adre périodique → géométrie plus 
omplexe.
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