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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifPosition du problème
On 
onsidère le problème suivant : trouver (u, p) ∈ tels que,























−divσ + ∇p = ρf ,divu = 0,u = ū sur Γ
 ,
(σ − pId)N = g sur Γf , (1)où Γ = Γ
 ⊔ Γf où Γf est la surfa
e libre.
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifModèleLoi de Dru
ker-Prager :














σ =

(2η +
κ

||D(u)||)D(u) si ||D(u)|| 6= 0
||σ|| ≤ κ sinon,ave
 κ �xé ou 
ouplé ave
 la pression, κ =

√2λ[p]+.
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutif
Remarques :Problème :

◮ l'erreur en σ et p stagnent malgré le ra�nement de maillage,
◮ erreur 
on
entrée sur la partie basse du domaine, i
i la partie �solide�.Origine :
◮ dans la partie solide σ n'est pas dire
tement déterminé mais véri�eseulement ||σ|| < κ.Solution :
◮ 
onsidérer l'erreur que dans la partie �uide, là où σ est bien déterminé,
◮ utilisation d'une indi
atri
e de partie �uide χf pour 
al
uler les erreurs.
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifAlgorithme d'UZAWAL'algorithme d'UZAWA est une méthode de re
her
he de point-selle quirempla
e un problème ave
 
ontrainte par une suite de problèmes deminimisation sans 
ontrainte.Lagrangien augmenté :On introduit un fa
teur de pénalisation r > 0 pour pénaliser la 
ontrainte
γ = D(u) et on dé�nit le lagrangien augmenté Lr suivant :
Lr (u, γ;σ, p) = κ

∫

Ω
||γ|| + η

∫

Ω
||γ||2 +

∫

Ω
(D(u) − γ) : σ −

∫

Ω
pdivu

+r ∫
Ω
||D(u) − γ||2 − ∫

Ω
ρfu −

∫

Γb(σ − pId + 2r(D(u) − γ))N.(u − ū).Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 8 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifPar minimisation de la fon
tionnelle Lr on obtient la formulationvariationnelle asso
iée.Formulation variationnelle à κ �xé (FV) :on suppose γ et σ 
onnus, trouver (u, p) ∈ V 2h × Rh tels que
∫

Ω
(σ +2r(D(u)−γ)) : D(v)−

∫

Ω
pdivv −∫

Ω
qdivu−∫

Γl gv −∫Ω
ρfv = 0,pour tout (v , q) ∈ V 2h × Rh.
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifAlgorithme :A κ �xé :on suppose σn 
onnu,
al
ul de (un+1, pn+1) via (FV),update de γn+1 par γn+1 = f (σn + 2rD(un+1)),ave
 f (σ) =
(1− κ

||σ||

)

+

σ2(r+η) ,update de σn+1 :
σn+1 = σn + 2r(D(un+1) − γn+1).A κ =

√2λ[p]+ :on �xe κn =
√2λ[pn]+ ave
 pn donné, on applique l'algorithme pré
édentpour 
al
uler (un+1, pn+1) puis on update κn+1 via pn+1 et
.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifMéthode de régularisationOn régularise le terme multivalué κD(u)
||D(u)|| en prenant ǫ > 0 et en leréé
rivant sous la forme κD(u)

√

||D(u)||2 + ǫ2 .Ainsi à n �xé on résoud le problème


















−div (σ(un+1, un)) + ∇pn+1 = f ,divun+1 = 0,un+1 = ū sur Γ
 ,
(σ(un+1, un) − pn+1Id)N = g sur Γl ,ave
 σ(un+1, un) =

(2η +
κ

√

||D(un)||2 + ǫ2)D(un+1).Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifFormulation variationnelle à κ �xé (FV) :on suppose γ et σ 
onnus, trouver (un+1, pn+1) ∈ V 2h × Rh tels que
∫

Ω

(2η +
κn

√

||D(un)||2 + ǫ2)D(un+1) : D(v) −
∫

Ω
pn+1divv

−
∫

Ω
qdiv(un+1) − ∫

Γl gv −
∫

Ω
ρfv = 0,pour tout (v , q) ∈ V 2h × Rh.A κ =

√2λ[p]+ :Lorsque κ =
√2λ[p]+, de même on �xe κn =

√2λ[pn]+ ave
 pn donné, on
al
ule (un+1, pn+1) puis on update κn+1 via pn+1 et
.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifUZAWA : solution analytique 
ubiqueLa solution analytique 
onsidérée est u =





xy2
−y33  si y ≥ 0 et u ≡ 0sinon, d'où D(u) =

( y2 xyxy −y2) si y ≥ 0 et D(u) est nul sinon.D'où σ =

(2η +
κ√2y√x2 + y2) y( y xx −y ) si y ≥ 0 et κ√2( 0 11 0)sinon.Ave
 p = η(x2 − y2) on obtient f =













√2κxy
(x2 + y2) 32
−κ(y2 − x2)
√2(x2 + y2) 32













si y ≥ 0 etf =

( 2ηx
−2ηy ) sinon.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCadre :On se pla
e dans un domaine re
tangle, la transition se trouve en {z = 0}et la partie solide 
orrespond don
 à la partie basse du domaine.I
i les régularités u ∈ (H 32 )2, p ∈ C 2 et
σ ∈ (H 32 )2,2 permettent d'espérer des tauxoptimaux suivants :vitesse L2 vitesse H1 sigma pression52 32 32 2PSfrag repla
ements01 1Partie solide
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifConvergen
e sur un maillage uniformeCas κ = 10−3 :Résultats de 
onvergen
e pour l'algorithme d'UZAWA ave
 r = 10.

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.01  0.1

vitesse L2
vitesse H1

sigma
pression

Taux de 
onvergen
e :(h = 0.1,...,h = 0.00625)
• vitesse L2 : 1.47
• vitesse H1 : 1.34
• sigma : 1.69
• pression : 1.49Taux de 
onvergen
e :(h = 0.2,...,h = 0.0125)
• vitesse L2 : 1.3
• vitesse H1 : 1.5
• sigma : 1.75
• pression : 1.35Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCas κ = 1 :Résultats de 
onvergen
e pour l'algorithme d'UZAWA ave
 r = 2 :

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 0.01  0.1

vitesse L2
vitesse H1

sigma
pression

Taux de 
onvergen
e :(h = 0.1,...,h = 0.00625)
• vitesse L2 : 1.79
• vitesse H1 : 1.37
• sigma : 1.24
• pression : 1.11Taux de 
onvergen
e :(h = 0.2,...,h = 0.0125)
• vitesse L2 : 2.1
• vitesse H1 : 1.56
• sigma : 1.27
• pression : 1.29Remarque : Lorsque κ augmente, le nombre d'itération d'UZAWA passede 150 à une valeur en O(103).Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifConvergen
e sur un maillage 
ompatible ave
 l'interfa
eDans 
ette partie on rajoute un bord à l'interfa
e a�n de rendre le maillage
ompatible ave
 
elle-
i, 
e
i permet de gagner en pré
ision puisque latransition �uide-solide est mieux 
aptée.
interfa
e

maillage non 
ompatible maillage 
ompatibleChristelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCas κ = 10−3 :on obtient ainsi les taux de 
onvergen
e optimaux,en ra�nant l'interfa
e le nombre d'itération d'UZAWA diminue maisles résultats sont 
omparables.

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.01  0.1

vitesse L2
vitesse H1

sigma
pression Taux de 
onvergen
e :

• vitesse L2 : 2.9
• vitesse H1 : 2.22
• sigma : 2.07
• pression : 2.13
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCas κ = 1 :

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 0.01  0.1

vitesse L2
vitesse H1

sigma
pression Taux de 
onvergen
e :

• vitesse L2 : 2.16
• vitesse H1 : 1.66
• sigma : 0.98
• pression : 0.86

Remarque : Lorsque κ augmente on a de plus en plus de mal à 
onverger.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifRégularisation : solution analytique a�neDans le 
as a�ne, on 
hoisit u =

(

αx + βy
−βx − αy ), on a don
D(u) =

(

α 00 −α

) et σ =
(2ηα + κ√2sgnα)( 1 00 −1).Par la 
ondition (σ − pId)N = 0 sur Γs on obtient, ave
 N =

( 01),p = −α

(2η +
κ√2α2 + ǫ2) sur Γs et on 
hoisit don
p = −α

(2η +
κ√2α2 + ǫ2)− γ(y − 1).En�n, l'équation 
onstitutive nous donne f = −γ

( 01).Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifRésultats numériquesConvergen
e à ǫ = 10−3, η = 1 et κ = 1 :
ǫ = 10−3 nb points err vitesse L2 err vitesse H1 err pression nbith=0.1 141 7.08e-16 9.36e-15 1.8e-14 3h=0.05 517 1.59e-15 2.28e-14 3.72e-14 3h=0.025 1978 2.81e-15 4.74e-14 6.11e-14 3h=0.0125 7662 8.47e-15 1.09e-13 1.46e-13 3h=0.00625 30534 1.59e-14 2.41e-13 2.67e-13 3Ave
 une solution a�ne la 
onvergen
e est optimale malgré la valeur de κ
e qui permet de valider la méthode et de passer au test 
ubique pour
omparer les méthodes.Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 22 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCas κ �xéSolution analytique :On prend u =





xy2
−y33  si y ≥ 0 et u = (0) sinon et p = x(1− y)(2− y),d'où D(u) =

( y2 xyxy −y2) si y ≥ 0 et D(u) est nul sinon.On en déduit que σ =

(2η +
κ

√2y2(x2 + y2))( y2 xyxy −y2) si y ≥ 0 et
σ = (0) sinon.En�n, f =













√2κxy
(x2 + y2) 32 − 2ηx + (1− y)(2− y)

κ(x2 − y2)
√2(x2 + y2) 32 + 2ηy + x(2y − 3)  si y ≥ 0 etf =

(

(1− y)(2 − y)x(2y − 3) ) sinon.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutif
κ �xé, η = 10−1 et h = 0.025 :
• κ = 10−1

ǫ 103 10−2 10−5 UZAWA (r=2)nb it 2 39 127 209
||uh,ǫ − u||L2 3.26e-02 1.37e-03 2.14e-05 3.60e-05

||χf (ph,ǫ − p)||L2 4.74e-02 3.94e-04 1.08e-04 1.09e-04
• κ = 1

ǫ 103 10−2 10−5 UZAWA (r=2)nb it 2 85 180 167
||uh,ǫ − u||L2 3.25e-01 1.60e-03 1.85e-05 3.66e-05

||χf (ph,ǫ − p)||L2 4.43e-01 1.28e-03 1.08e-04 1.42e-04Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 24 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifCas κ =
√2λ[p]+Solution analytique :Lorsque κ =

√2λ[p]+ le terme sour
e a des termes supplémentaires en λ :f =

0

B

B

B

@

−λ(y(1− y)(2 − y) + x2(2y − 3))
px2 + y2 +

√2κxy
(x2 + y2) 32 − 2ηx + (1− y)(2 − y)

λx(y2 − 2)
px2 + y2 +

κ(x2 − y2)√2(x2 + y2) 32 + 2ηy + x(2y − 3) 1

C

C

C

Asi y ≥ 0 et f =

„

(1 − y)(2 − y)x(2y − 3) « sinon.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutif
κ =

√2λ[p]+, η = 10−1 et h = 0.025 :
• λ = 10−1

ǫ 103 10−2 10−5 UZAWA (r=2)nb it 3 40 67 274 (9 étapes)
||uh,ǫ − u||L2 5.16e-02 1.38e-03 3.60e-05 2.86e-05

||χf (ph,ǫ − p)||L2 9.35e-02 4.05e-04 1.08e-04 1.13e-04
• λ = 1

ǫ 103 1 10−2 UZAWA (r=2)nb it 7 623 ∞ 675 (3 étapes)
||uh,ǫ − u||L2 5.09e-01 1.10e-01 7.00e-02 6.66e-02

||χf (ph,ǫ − p)||L2 3.38e-01 3.94e-01 9.00e-01 7.97e-01Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 26 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifComparaisonRégularisation :+ l'appro
he par régularisation permet de gagner en nombred'itérations,+ on peut atteindre une pré
ision aussi bonne, voire meilleurequ'UZAWA en prenant ǫ très petit,
− lorsque λ vaut 1 l'algorithme ne 
onverge pas.Uzawa :+ UZAWA permet d'obtenir une bonne pré
ision,+ l'algorithme 
onverge lorsque λ = 1,
− long en terme de temps de 
al
ul.Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 27 / 36
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifProblèmeOn veut résoudre le problème suivant






























ρ (∂tu + (u.∇)u) − divσ + ∇p = ρf ,divu = 0,u = 0 sur Γb,u = ū sur Γs ,
(σ − pId)N = 0 sur Γl . (2)On 
onsidère le domaine re
tangle de hauteur h = 1, Ω = [0, 2] × [0, 1]in
liné, d'un angle θ = −π8 .On 
hoisit λ = | tan θ|+ 0.05, de sorte que λ > | tan θ| et on �xe η = 10−1.Ave
 
es paramètres la valeur de g(sin θ + λ 
os θ) est 0.45 don
 latransition se fait dans la partie basse du domaine.Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifSolution analytique :La solution analytique 
onsidérée est u =

(

[z − g(sin θ + λ 
os θ)t]+0 ),p = g 
os θ(h − z), ave
 g = 9.81m.s−1 et est valable pour η = 0.On note α = g(sin θ + λ 
os θ), ave
 κ =
√2λg 
os θ(h − z) on obtient















σ = λg 
os θ(h − z)( 0 11 0) si z > αt,
||σ|| ≤ κ si z ≤ αt.On a don
 f =

(−α0 )

−
(−λg 
os θ0 )

+

( 0
−g 
os θ

)

=

( −g sin θ

−g 
os θ

) siz > αt et f =

( 0
−g 
os θ

) sinon.Christelle Lusso Modèles e�e
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifMéthode ALELa méthode ALE est utilisée pour des problèmes d'évolution et permet derésoudre le problème (2) sur un domaine mobile de manière pré
ise puisque
'est un 
ouplage de l'appro
he lagrangienne et eulérienne. Elle est bienadaptée aux problèmes de frontières mobiles et de surfa
es libres.L'algorithme est le suivant :
al
ul de (un+1, pn+1) en fon
tion de un et unf la vitesse du domaineau temps tn,
al
ul de la vitesse du domaine un+1f ,
al
ul de la position du domaine wn+1,mouvement du maillage Ωn,proje
tion des valeurs sur le nouveau maillage Ωn+1 ;Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 31 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifFormulation variationnelle par régularisation (FV)n+1
κ

:
• trouver (un+1, pn+1) ∈ V 2h × Rh tels que
Z

Ωn+1 ρ

„un+1 − un
∆t v + v .∇un(un − uf n)«+

 2η +
κ

p

||D(u)||2 + ǫ2!D(u) : D(v)

−
∫

Ωn+1 pn+1divv −
∫

Ωn+1 qdiv(un+1) − ∫
Ωn+1 ρfv = 0pour tout (v , q) ∈ V 2h × Rh.Ce qui 
orrespond à notre problème d'évolution de départ.Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 32 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifVitesse du domaine :
• trouver (un+1f , p) ∈ V 2h × Vh tels que (un+1f = vitesse du domaine)
∫

Ωn+1 D(un+1f ) : D(vf ) +

∫

Ωn+1 αpq +

∫

Γn+1b S

Γn+1l q(un+1f − un+1).N
+

∫

Γn+1s qun+1f .N +

∫

Γn+1 pvf .N = 0,pour tout (vf , q) ∈ V 2h × Vh, ave
 α << 1.Ce qui 
orrespond au problème






















−div(D(un+1f )) = 0,un+1f .N = un+1.N sur Γn+1b ⋃

Γn+1l ,un+1f .N = 0 sur Γn+1s ,

(D(un+1f )N)T = 0 sur ∂Ωn+1.Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 33 / 36



Modèle Cas stationnaire Cas évolutifPosition du domaine :
• trouver wn+1 ∈ M2h tels que (wn+1 = position du domaine)

∫

Ωn+1 D(wn+1) : D(vf ) = 0,pour tout vf ∈ V 2h , ave
 Mh = {v ∈ Vh| v|Γn+1 = P(. + ∆tun+1f )} où P estla proje
tion sur le bord du domaine et un+1f est la vitesse du domainetrouvée pré
édemment.Ce qui 
orrespond à résoudre
{

∆wn+1 = 0,wn+1
|Γn+1 = P(. + ∆tun+1f ).Christelle Lusso Modèles e�e
tifs pour les pro�ls de vitesse dans les é
oulements gravitaires 34 / 36
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Modèle Cas stationnaire Cas évolutifRésultats numériques
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