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Position du probléme

On considére le probléme suivant : trouver (u, p) € tels que,

—dive + Vp = pf,
divu = 0,
u=1usurlg,

(o — pld)N = g sur Iy,

oud F'=T.UT¢ on [ est la surface libre.
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Loi de Drucker-Prager :

o= <27]—l— W) D(u) si ||D(u)|| # 0

llo|| < k sinon,

avec k fixé ou couplé avec la pression, x = v/2\[p].
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Remarques :

@ Probléme :

» l'erreur en o et p stagnent malgré le raffinement de maillage,
» erreur concentrée sur la partie basse du domaine, ici la partie “solide".

@ Origine :
» dans la partie solide o n'est pas directement déterminé mais vérifie
seulement ||o|| < k.
@ Solution :

» considérer I'erreur que dans la partie fluide, I3 ot o est bien déterminé,
» utilisation d'une indicatrice de partie fluide xr pour calculer les erreurs.
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Algorithme d’'UZAWA

L’algorithme d"UZAWA est une méthode de recherche de point-selle qui
remplace un probléme avec contrainte par une suite de problémes de
minimisation sans contrainte.

Lagrangien augmenté :

On introduit un facteur de pénalisation r > 0 pour pénaliser la contrainte
«v = D(u) et on définit le lagrangien augmenté L, suivant :

Lowriop) = [ Pl+n [ 10+ [ (Pw) =)o~ [ pive

—I—r/Q 1D(u) — |2 — /pru _ /rb(a — pld + 2¢(D(u) — 4))N.(u — T).
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Par minimisation de la fonctionnelle £, on obtient la formulation
variationnelle associée.

Formulation variationnelle a x fixé (FV) :

on suppose v et o connus, trouver (u,p) € Vh2 X Ry tels que

/Q(a—i-Qr( (v)—7)) : D(v)— /pdlvv—/qdlvu—/r’gv—/pfv_o

pour tout (v, q) € V? x Ry.
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Algorithme :

A k fixé :
on suppose ¢"” connu,
@ calcul de (u"1, p"*1) via (FV),
o update de "1 par 4" = f(o" 4 2rD(u"1)),

avec f(o) = (1 - 1),

@ update de ¢! :
ol = o+ 2r(D(u"tt) — 4.

A k= V2A[p]; :

on fixe k" = v/2\[p"]4. avec p” donné, on applique I'algorithme précédent
pour calculer (u"1, p™*1) puis on update k"1 via p™*! etc.
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Méthode de régularisation

D(u
On régularise le terme multivalué |/|£D(( ))|| en prenant € > 0 et en le
o kD(u
réécrivant sous la forme
ID(u)]? + €

Ainsi a n fixé on résoud le probléme

—div (o(u™, u™)) + Vp"T = f,
dive™! =0,

n+1

u =usur [,

(o(u"t,u") — p"tLd)N = g sur [},

K
avec o(u™, 0" = ( 2+ D(u™).
DI + &
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Formulation variationnelle & x fixé (FV) :

on suppose 7 et o connus, trouver (u™!, p™1) € V2 x Rj, tels que

/{/n
2n+ D(u™1) : D(v —/p"Hdivv
/ﬂ ID(u")> + € e o) Q

—/ qdiv(u"“)—/ gv—/pfv:O,
Q r Q

pour tout (v, q) € V? x Ry.

A k= V2X[p]+ :

Lorsque x = v/2\[p],, de méme on fixe k" = v/2\[p"]; avec p" donng, on
calcule (u™?1, p™1) puis on update x™*! via p™*1 etc.
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UZAWA : solution analytique cubique

2
Xy
La solution analytique considérée est u = y3 siy>0etu=0
, 3
sinon, d'ou D(u) = <y xy2> si y > 0 et D(u) est nul sinon.
Xy —y
, . K Yy X ) k (01
Doto=|2n4+ —— y< >S|y20et—< >
( V2y/x2 + 2 X =y Vv2\1 0
sinon
\/EK,X}/
x2 + y2)3
Avec p = n(x?> — y?) on obtient f = ( ) Y )2 siy>0et
—r(y? —x%)

V2(x2 +y2)2

( 2nx > .
= sinon.
—2ny
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Cadre :
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On se place dans un domaine rectangle, la transition se trouve en {z = 0}
et la partie solide correspond donc a la partie basse du domaine.

: ) " 3

Ici les régularités u € (H2)?, p € C? et
3 r P

o € (H2)%? permettent d’espérer des taux

optimaux suivants :

vitesse L2 | vitesse H1 | sigma | pression
5 3 3
2 e e 2
2 2 2

Christelle Lusso
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Convergence sur un maillage uniforme

Cas k =1073:
Résultats de convergence pour I'algorithme d'UZAWA avec r = 10.

Taux de convergence :

oot e e P (h=10.1,...,h = 0.00625)
pesson o A e vitesse L2 : 1.47
A e e vitesse H1 : 1.34
oo A 3 e sigma : 1.69

e pression : 1.49

00001 Taux de convergence :

(h=0.2,.,h = 0.0125)
e vitesse L2 : 1.3
e vitesse H1 : 1.5

1e0sF X

e sigma : 1.75

1606 w s e pression : 1.35
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Cask=1:
Résultats de convergence pour I'algorithme d'UZAWA avec r = 2 :

Taux de convergence :

TS (h=0.1,...h = 0.00625)
praie L e vitesse L2 : 1.79
ool e vitesse H1 : 1.37
. e sigma : 1.24
L " e pression : 1.11

0.001

Taux de convergence :

oa - ] (h=0.2,....h = 0.0125)
d o vitesse L2 : 2.1
/// ] e vitesse H1 : 1.56
. e sigma : 1.27
1606 ‘ ‘ e pression : 1.29

001 01

Remarque : Lorsque x augmente, le nombre d'itération d'UZAWA passe
de 150 a une valeur en O(10%).
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Convergence sur un maillage compatible avec I'interface

Dans cette partie on rajoute un bord a l'interface afin de rendre le maillage
compatible avec celle-ci, ceci permet de gagner en précision puisque la
transition fluide-solide est mieux captée.

ﬁ <—interface—>

maillage non compatible maillage compatible
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Cas k=103 :
@ on obtient ainsi les taux de convergence optimaux,

@ en raffinant l'interface le nombre d’itération d’"UZAWA diminue mais
les résultats sont comparables.

0.01

T
vitesse L2 —e—
vitesse H1
sigma -
pression o x

0.001

Taux de convergence :
] e vitesse L2 : 2.9

e vitesse H1 : 2.22

e sigma : 2.07

0.0001 |
1e-05
e pression : 2.13

1e-06

1e07

1e-08 L
0.01 0.1
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Cask=1:
01 .
vitesse L2 —e—
vitesse H1
Sana
presson )
001 | :
K Taux de convergence :
0001 F ¥ i .
e vitesse L2 : 2.16
e vitesse H1 : 1.66
0.0001 |
e sigma : 0.98
1e0s | / ] e pression : 0.86
///
1606 | //
1e-07
0.01 01

Remarque : Lorsque x augmente on a de plus en plus de mal a converger.
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Régularisation : solution analytique affine

: . ax + By
Dans le cas affine, on choisit v = , on a donc
—px —ay

a 0 . 1 0
o (3 4o omrom) ()
Par la condition (o — pld)N = 0 sur I's on obtient, avec N = (2)

> sur I's et on choisit donc

K
P (77 V202 + €2
K
p=—a<2n+\/ﬁ>—7(}/—1)-

, : . 0
Enfin, I'équation constitutive nous donne f = —7( >
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Résultats numériques

Convergence a e =103, n=1etrx = 1:

€ = 1073 | nb points | err vitesse L2 | err vitesse H1 | err pression | nbit
h=0.1 141 7.08e-16 9.36e-15 1.8e-14 3
h=0.05 517 1.59e-15 2.28e-14 3.72¢-14 3
h=0.025 1978 2.81e-15 4.74e-14 6.11e-14 3
h=0.0125 7662 8.47e-15 1.09e-13 1.46e-13 3
h=0.00625 30534 1.59e-14 2.41e-13 2.67e-13 3

Avec une solution affine la convergence est optimale malgré la valeur de k
ce qui permet de valider la méthode et de passer au test cubique pour
comparer les méthodes.

Christelle Lusso Modéles effectifs pour les profils de vitesse dans les écoulements gravitaires



Modéle Cas stationnaire

)O000000000e0000

Cas « fixé

Solution analytique :

2
Xy
On prend u = y3 | siy >0etu=(0)sinonet p=x(1-y)2-—y),
iy .
d'od D(u) = ( 2) siy >0 et D(u) est nul sinon.
Xy —y

y: xy

On en déduit que 0 = 2n++ < 2>siy20et
2y2(x2 +y?) ) \xy —y

o = (0) sinon. /3
_ V2kxy
ryE 2nx+ (1—y)(2-vy)

Enfin, f = siy >0et

K(x* — y?) B
\/§(x2+y) 5 +2ny +x(2y —3)
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k fixé, n =107 et h = 0.025 :

o k=101
€ 103 102 107% | UZAWA (r=2)
nb it 2 39 127 209
lupe —ull2 | 3.26e-02 | 1.37e-03 | 2.14e-05 3.60e-05
Ixf(Phe — P2 | 4.74e-02 | 3.94e-04 | 1.08e-04 1.09e-04

e k=1

€ 103 1072 107> | UZAWA (r=2)
nb it 2 85 180 167
\lupe —ul|;2 | 3.25e-01 | 1.60e-03 | 1.85e-05 3.66e-05
lIxf(phe — P)||12 | 4.43e-01 | 1.28e-03 | 1.08e-04 1.42e-04
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Cas r = V2A[p],

Solution analytique :

Lorsque k = v/2\[p]+ le terme source a des termes supplémentaires en \ :

Ay(Q=—y)2=—y)+x*@2y—3)) | V2rxy
B + - —2nx + (1 — 2
\/)ﬁy2 (XZ +y2)§ N ( Y)( }/)
>‘X(y2 —2) ,‘i(x2 — yz) » -
i e pE T )

siy>0etf= <(1x_(2y)2(3 ;)y)) sinon.
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K= \/§A[p]+, n=10"1 et h=0.025:

e )=10""1
€ 103 102 1075 | UZAWA (r=2)
nb it 3 40 67 274 (9 étapes)
[upe — ul|2 5.16e-02 | 1.38e-03 | 3.60e-05 2.86e-05
lIxf(Phe — P)|l2 | 9.35e-02 | 4.05e-04 | 1.08e-04 1.13e-04
e N—=1
€ 103 1 1072 [ UZAWA (r=2)
nb it 7 623 00 675 (3 étapes)
upe — ull,2 5.09e-01 | 1.10e-01 | 7.00e-02 6.66e-02
lIxf(Phe — P)|l2 | 3.38e-01 | 3.94e-01 | 9.00e-01 7.97e-01
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Comparaison

Régularisation :
@ + l'approche par régularisation permet de gagner en nombre
d’itérations,
@ + on peut atteindre une précision aussi bonne, voire meilleure
qu'UZAWA en prenant € trés petit,

@ — lorsque X vaut 1 I'algorithme ne converge pas.
Uzawa :

@ + UZAWA permet d'obtenir une bonne précision,
@ + l'algorithme converge lorsque A =1,

@ — long en terme de temps de calcul.
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Probléeme

On veut résoudre le probléme suivant

p (Oru + (u.V)u) —dive + Vp = pf,

divu =0,

u=0surly, (2)
u=1usurlg,

(0 — pld)N =0 sur I'}.

On considére le domaine rectangle de hauteur h =1, Q = [0,2] x [0, 1]
incling, d'un angle 6 = —%.
On choisit A = | tan #| +0.05, de sorte que A > |tan@| et on fixe n = 1071
Avec ces paramétres la valeur de g(sinf + A cos @) est 0.45 donc la

transition se fait dans la partie basse du domaine.
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Solution analytique :

0
p=gcosf(h— z), avec g = 9.81m.s ! et est valable pour n = 0.
On note a = g(sin@ + Acosf), avec k = v/2\g cos(h — z) on obtient

—g(sinf + Acos )t
La solution analytique considérée est u = <[Z g(sin® + Acos ) ]+)

azAgcosH(h—z)(? (1)> si z > at,

llo|| < ksiz<at.

[« —Ag cos 0 [ —gsinf\ .
Onadoncf—< 0 > < 0 >+<—gc059>_<—gcos¢9> si

< 0 > !
z>atetf = sinon.
—gcosf
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Méthode ALE

La méthode ALE est utilisée pour des problémes d’évolution et permet de
résoudre le probléme (2) sur un domaine mobile de maniére précise puisque
c'est un couplage de I'approche lagrangienne et eulérienne. Elle est bien
adaptée aux problémes de frontiéres mobiles et de surfaces libres.

L’algorithme est le suivant :

o calcul de (u", p"*1) en fonction de u” et uf la vitesse du domaine
au temps t",

o calcul de la vitesse du domaine u}’“,

@ calcul de la position du domaine w"*!

@ mouvement du maillage 7,

@ projection des valeurs sur le nouveau maillage Q"1 ;
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Formulation variationnelle par régularisation (FV)"* :

e trouver (u™! p"1) € V2 x Ry tels que

o (G0 0t ) 4 (24 s ) o009

—/ p"divy — / qdiv(u™!) — / pfv =0
Qn+l Qn+1 Qn+l

pour tout (v, q) € V? x Ry.

Ce qui correspond a notre probléme d'évolution de départ.
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Vitesse du domaine :

o trouver (uf ™, p) € V2 x Vj, tels que (uf™* = vitesse du domaine)

/ D(u ?+1) : D(vy) +/ apq +/ . . q(u?“ _ un+1),N
Qi Qn+1 rprtyrpt

—|—/ qu}Hrl N —I—/ pve.N =0,
rg+1 [n+1

pour tout (vf, q) € V2 x Vj, avec a << 1.

Ce qui correspond au probléme
—div(D(ufth)) =0,
uf PN = LN sur TR TP
uf TP.N = 0 sur I+
(D(uf ™ )N) T = 0 sur Q1.
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Position du domaine :

e trouver w"! € M? tels que (w™™! = position du domaine)

/ D(w™1) : D(vf) = 0,
Qn+l

pour tout v¢ € V2, avec My = {v € Vj| vjrars = P(. + Atu?™)} oi P est
la projection sur le bord du domaine et U?H est la vitesse du domaine
trouvée précédemment.

Ce qui correspond a résoudre

Aw"tl =0,
Wl'l'_ﬁl =P(. + Atu]™).
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