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TD 2 : Espaces vectoriels

Exercice 1.
1. Soit IR? muni de I’addition usuelle. ((IR?,+) est un groupe commutatif)

RxR> — R?

a) On considere I'opération externe suivante :
) (@(2,9) = aley)= (0,0

(IR?, +,.) est-il un IR-espace vectoriel ?
RxR* — IR?

b) Méme question si 'opération externe est :
) (0 (e.y) = ey = (z,a%)

2. Soit H = {a+bv2; (a,b) €Q?}

(a) Montrer que (H,+) est un groupe commmutatif.
(b) Montrer que : VA €@ Ve € H Mz € H.
(¢) H est-il un Q-espace vectoriel ?

)

(d) Peut-on munir H d’une opération externe sur IR telle que H soit un IR-espace vectoriel ?
3. On considere IR? muni de I'addition usuelle et de I'opération externe sur € définie par :

(a+if)(z,y) = (az — By, ay + fz), (o, B) € R?.

Montrer que IR? est ainsi muni d’une structure de C-espace vectoriel.

Exercice 2. Soit A un ensemble et F(A, IR) 'ensemble des applications de A dans IR. Montrer que F (A4, IR)
muni de ’addition et de la multiplication définies ci-dessous est un espace vectoriel.
Pour f,g € F(A,R), z € Aet A € R, on pose (f + g)(z) = f(z) + g(x) et (A f)(x) = Af(z).

Exercice 3. Soit £ = F(IR,IR) I'ensemble des fonctions de IR dans IR. Les sous-ensembles suivants de E
en sont-ils des sous-espaces vectoriels?

1. By ={feE, f(1)=0} 9. B9 ={f € E, f est bornée},

2. By ={f€E, f(-1)=1} 10. Eyo ={f € E, f est croissante sur IR}

3. Bs={fecE, f(2)>0} 11. By ={f € E, f périodique de période T}

4. By ={f € E, f(0)=f(1) =0} 12. E1o ={f € E, f continue sur IR et mEIJIrloo flz)=1}
5. Es ={f € E, [ est paire} 1

6. Eg—{f € E, f est impaire} 13. B3 ={f € E, f continues sur [0, 1] et /0 f(t)dt =0}
7. E; ={f € E, f est continue} 4. Biu={f€E, VY, f(z) = f(x+ 1)}

8. Eg={f € E, f est dérivable} 15. Ey5 = {f € E, f deux fois dérivables et [ = f}

Exercice 4. On consideére I’espace vectoriel F(IN,IR) des suites de nombres réels.
1. Montrer que ’ensemble des suites qui convergent vers zéro est un sous-espace vectoriel.
2. Montrer que ’ensemble des suites bornées est un sous-espace vectoriel.

3. L’ensemble des suites convergentes est-il un sous-espace vectoriel ?

Exercice 5. Soit E = IR [X] le IR-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels. Les ensembles suivants
sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

e By ={P¢cE, X?+1 divise P}.
e Fh={Pe€E, P(1) =0o0u P(-1) =0}.
o Fs={P € E, deg(P) <2et P(0) = P(1) = 0}.



Exercice 6. Soit E =C (que l'on considérera comme C-espace vectoriel puis comme IR-espace vectoriel).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

o £ ={z2€C; 2+%Z =0}
o By ={z€eC; |z| =1}

Exercice 7. Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

1. Montrer que F'N G est un sous-espace vectoriel de F.
2. A quelle condition F'U G est-il un sous-espace vectoriel de F. Justifier.

3. Montrer que F' + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient F U G.

Exercice 8. Démontrer que la famille {f1, fa, f3, f4} est libre dans F(IR,IR) pour :

fi: R — R fo: R — R fs: R — R fai: R — R
r — e r — In(1+a%) x +—— sin(mx) xr %

Que dire de la famille {f1 — fa, fo — f3, f3 — fa, fa — f1} ?

Exercice 9. Soit E un espace vectoriel sur IR de dimension 4 de base B = {e1, e2, e3,e4}. On considere les
vecteurs de E suivants : u; = e1 + eg + 4eyq, us = 3e; — eg + 6ez + 2e4 et uz = —2e; + 3e3z + 3ey.

Le vecteur v = e1 + 3ea — 9es + 3ey appartient-il F = vect(uq, ug,u3)? Déterminer une base de F. Dans le
cas ou v € F' | déterminer les coordonnées de v dans cette base.

Exercice 10. On suppose que ui, us, uz €t uy des vecteurs libres d’un espace vectoriel E. Les familles
suivantes sont-elles libres ou liées?

1. {u1 — U2,U2 — U3, U3 — Ug,Uq — ul}.
2. {ug + ug,us + ug, ug + ug, ug + ug }.

3. {ul,ul + ug, U1 + U + Uz, w1 + U2 + usz —|-U4}.

Exercice 11.

1. Dans IR3[X] (I’ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3), les polynémes
suivants forment-ils un systéeme libre?

P(X) = X(X -2)(X —4), Py(X) = X(X - 4)(X - 6),
Py(X)=X(X—2)(X —6) et Py(X)=(X—2)(X—4)(X —6).

2. Méme question avec les polynomes :
Q1(X) = (X =5)°, Qa2(X) = (X =5)*(X =3), Q3(X)=(X-5)(X—3)% et Qu(X)= (X —3)°.

Ce systeme est-il générateur ?

Exercice 12. On consideére les sous-espaces vectoriels suivants de IR™:

E = {(z,y) € R?% z -2y =0}, F={(z,y,2) €R% y =0, =2}
G ={(z,y,2) e R’; x =0}, H = {(z,y,2) € R’; z =0}
I:{(x,y,z)EIRS;x+yfz:0,x:y} et J:{(‘T7y727t)€m4;x:y:2+tax+y7'2+t:0}
1. Déterminer une base et la dimension de £ F, G, H, I et J.
2. Déterminer une base et la dimension de FNG, FNH,GNH, F+G, F+ H et G+ H.
3. Montrer que (FNG)+ (FNH)#FN(G+H)et (F+G)N(F+H)#F+ (GNH).

Exercice 13. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
On définit 'ensemble suivant:
F+G={x+ytqg.ze€FetyeG}
1. Montrer que F + G est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit {e1,- - ,ep} une base de F et {f1,---, fy} une base de G. Montrer que {e1, - ,ep, f1, -+, fp}
est un systéeme générateur de F + G.

3. En déduire que dim(F + G) < dim(F') + dim(G).
4. Montrer que si dim(F + G) = dim(F) + dim(G), alors FNG = {0}.



